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1 応用問題

先週の Nature になかなか教育的な効果が大きそうな論文があったので、それをあげつらうことで
これまでの講義でやってきた概念のいくつかの復習にする。

ネタ:

http://jp.arxiv.org/abs/0808.3772 (Nature 論文)

http://jp.arxiv.org/abs/astro-ph/0603486 (そこで扱われている矮小銀河の 1つについての論文)

http://jp.arxiv.org/abs/0706.0516

http://jp.arxiv.org/pdf/astro-ph/0606633v2

1.1 質量推定の仮定

親銀河のポテンシャルは無視できる。

例によってジーンズ方程式で質量推定する。 [SI 式 (1)]

「King profile」でフィット。

適当に異方性も。

ダークマターは αβγモデル風。

「観測された速度分散プロファイル」を再現するようにダークマターモデルのパラメータを決める。

1.2 結果

全ての矮小銀河は、その大きさ、明るさに無関係に 300pc の内側の質量が 107 太陽質量 (範囲 2倍
程度)である。
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1.3 そんな馬鹿な話があるか？

論文だけからはなんとも言えない。

矮小銀河の星の視線速度の生データや半径方向プロファイルのデータが示されていないので判断の
しようがない。

元データにあたってみる。

Simon and Geha 2007

速度を測った星の数: 大体 20個くらい。

速度の誤差: 2-3km/s

明らかにわかること: 半径方向の速度プロファイルなんか決まるはずがない。

1.4 特に駄目そうな例

Willman 1

大変立派な tidal tail がある。tail と本体の境界の半径は 20pc くらい。

どういうモデルフィッティングをして 300pc までダークマターがあることにしたのか？

1.5 教訓

論文にも色々ある。

2 数値計算法

ここまで、自己重力多体系での物理過程の話をしてきたわけだが、では、いったいそういった系を
どうやって研究するかという話になる。球対称な系とか、いろいろ仮定をおいていい場合には、無
衝突系の場合には無衝突ボルツマン方程式を直接数値積分するというような方法もあり得る。また、
衝突系の場合には orbit-averaged Fokker-Planck 方程式を数値計算するということも考えられる。

しかし、次元を落した系でなければ、上のような方法は現実的ではない。計算に必要なメモリ量や
計算時間があまりに莫大なものになるからである。このため、どちらの場合でも、実際に多粒子系
の数値計算を直接行なうという方法がとられてきた。

3 解くべき問題

解くべき問題は重力多体問題、つまり重力で相互作用する質点系がどのようにふるまうかという問
題である。



系の進化を表す方程式は
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つまり、単にある粒子はほかのすべての粒子からの重力を受けるというそれだけである。

4 解く方法

解くべき常微分方程式系は式 1で与えられるので、初期条件を作ればあとは各粒子の位置からそれ
ぞれへの重力を計算するサブルーチンを書き、それを適当な数値計算ライブラリに渡して数値積分
すればそれでおしまいと行けば話は簡単だが、それでは今日わざわざこの講義をする必要はない。
そううまく行かないのには 2つの理由がある。

第一の理由は、ナイーブな方法では 1ステップ当たりの計算量が粒子数の 2乗に比例して増えてし
まうということである。もちろんもっとうまい方法がなければしょうがないが、残念なことに計算
量を O(N2) から O(N log N) ないしは O(N) に落とす方法が知られている。これらの原理は、基
本的には遠くの粒子からの力は適当にまとめるということである。

もう一つの理由は、すべての粒子を同じ時間刻みで積分すると、ステップ数が非常に大きくなって
しまうということである。例えばたくさんの微惑星が太陽のまわりをまわっているという計算をし
たとする。ほとんどの粒子に対しては、太陽からの重力が圧倒的であり、また軌道は円軌道に近い。
従って、例えば一周期を 100ステップとかそれくらいで刻んでやれば十分正確に軌道を追いかける
ことができる。しかし、いくつかの微惑星は他の微惑星と近接遭遇をしているかもしれない。する
とこの近接遭遇をちゃんと計算するためには時間刻みを短くする必要がある。このときに、すべて
の粒子の軌道を同じ時間刻みで積分していると、別に近接遭遇中でもなんでもない粒子もすべて短
い時間刻みで計算されることになり、ステップ数が非常に大きくなる。この問題は、粒子毎にバラ
バラな時間刻みを与え、必要に応じてそれらを独立に変化させることができれば解決できる。

なお、第二の問題、すなわち近接遭遇の問題には、別の対応もある。それは、相互作用のポテンシャ
ルを変えて、近接遭遇が起きても時間刻みを短くしなくてもいいようにすることである。具体的に
は、ふつうの重力ポテンシャルは−Gm/rで与えられるが、これを例えば−Gm/

√
r2 + ε2といった

形にしてしまう。このようにすれば、 εより小さいところでは重力が大きくならないので、粒子の
典型的な速度を v とすれば時間刻みを ε/vにくらべて十分小さく取っておけばいい。これをソフト
ニングという。

ソフトニングをしていいかどうかは問題による。例えば微惑星の計算では、近接遭遇で軌道が変化
する、あるいは物理的に衝突して合体するといった過程を計算したいので、ソフトニングをしたの
ではなんだかわからなくなってしまう。これにたいして銀河のシミュレーションとかいった場合に
は、近接遭遇で軌道が変化するといった効果は非常に小さく、ソフトニングが有効となる。

5 第一の問題への対策

銀河、銀河団のシミュレーションでは、ソフトニングが使えるためにタイムスケールの問題は無い。
このために微惑星とか球状星団にくらべれば話は簡単であり、第一の問題、すなわち計算量が粒子



数の 2乗に比例して増えるという問題だけ考えればいい。

とはいえ、これは大きな問題である。例えば普通の渦巻銀河を、２体緩和によって壊れてしまわな
いように表現するためには少なくとも 105個程度の粒子が必要である。このような銀河 1000 個から
銀河団を作れば粒子数は 1億個となり、1ステップ計算するのに 1017演算程度が必要になる。これ
は例えば 100 Gflops の超並列計算機で 10日程度であり、 1万ステップ計算するのに 300 年かかっ
てしまう。

もう少し速く計算するためにひろく使われているのが Barnes-Hutアルゴリズムあるいはツリーコー
ドと呼ばれる方法である。原理は簡単で、遠くのほうの粒子はグループにまとめ、グループからの
力は多重極展開（といっても普通に使うのはせいぜい 1次または 2次、1次の展開は要するに重心
で置き換えること）で計算する。

グループ分けは粒子毎に作っていてはしょうがないので、空間を階層的な立方体からなるツリー構
造に組織してあらかじめすべての階層で多重極展開を計算しておく。ある粒子へのある立方体から
の力は、それらが「十分に離れて」いれば多重極展開を計算して得られる。そうでなければ下の階
層に再帰的に降りていって、十分離れているとみなせるところまでいって計算する。系全体からの
力も、単に系全体に対応する立方体からの力を計算することで求められる。

この方法では計算量が O(N2)から (ON log N)になる。もう少し（原理的には）賢い方法として、
O(N) になるアルゴリズムが知られている。この方法では、力を及ぼすほうだけでなく受ける方も
まとめて計算する。つまり、力を及ぼすほうの回りで有効なポテンシャルの多重極展開を、受ける
方の中心でのテイラー展開に変換し、そのテイラー展開を各粒子の位置で計算することで力が求め
られる。

5.1 計算量の減少と計算効率の減少

O(N log N) の計算法は天文シミュレーションでは広く使われている。またパイプライン型ベクタ
プロセッサや並列計算機での実行もかなりよく研究されている。これに対しO(N)のアルゴリズム
(Fast Multipole Method, FMM)はまだ天文の問題に使えるような実用的な実装（実際に走るプログ
ラム）を作った人がいないので、以下ツリーコードについてその実装上の問題点を簡単にまとめる。

ツリーコードでどのような問題が発生するかを考えるためには、比較の対象として O(N2)の直接
計算アルゴリズムを考えることが有用である。これは、ベクタプロセッサでは非常に高い効率で走
る。またほとんどいかなる並列計算機でも、マシンの理論ピークに近い性能を出すことができる。

もっともピーク性能を出すのが困難であると考えられる分散メモリ MIMD 型の時にどのような計
算法を使えるかを簡単に説明すると以下のようになる。

まず各プロセッサに（大体）同じ数の粒子を割り当てる。自分ので持っている粒子同士の相互作用
はそのまま計算すればいい。それ以外の他のところとの総誤差用は、プロセッサを 1次元的なリン
グとみなして、粒子をたらい回しにして順次計算することができる。また、あるプロセッサのデー
タを全プロセッサに効率良く放送できる場合にはその機能を使ったほうがプログラムが容易である。

計算速度に対し必要な通信速度は、プロセッサ数をpとしてオーダとしてはp/N になるので、p << N

（普通成り立つ）では通信速度は問題にならない。共有メモリならば話はもっと簡単になる。



さて、ツリーコードの場合、演算量は減るが計算速度（1秒に何回浮動小数点演算をするかという
意味での）は、普通のスカラープロセッサでも低下する。これは、ある粒子への力を計算する時の
配列のアクセスの仕方が不規則であり、キャッシュミスの確率が高いことが大きな理由である。ま
た、そもそも分岐自体が多いことも性能低化の理由となる。

ベクタプロセッサではより困難な問題、すなわち再帰呼び出しがあるようなループはベクトル処理
できないという問題が発生する。これは 87年頃にいくつかのアプローチによって解決された。（詳
細は省く）

これらのアプローチは、アルゴリズムの変更による計算量の増大またはメモリアクセスの不連続性
による計算速度の低下というペナルティを持つものの、もっとましな方法は知られていないという
こともあり現在も広く使われている。

共有メモリ MIMD 型の並列計算機の場合、再帰呼び出しも並列化可能で特に問題なく実行可能と
なる。ただし、分散共有メモリ（仮想共有メモリ）の場合、物理的には分散メモリなので後に述べ
る分散メモリのマシンと同じ配慮が必要になる。

分散メモリでツリーコードを実行する方法については、Caltech のグループは 87年頃からいくつか
の方法を試み、まあまあの結果を得ている。基本的なアイディアは、粒子を空間的に近いグループ
に分けるということである。分けるのには、それ自体にツリーによる空間分割を利用する方法や、
適当に空間を半分に切っていく方法などが知られている。

6 第二の問題への対策

6.1 独立時間刻み

第二の問題、すなわちタイムスケールの問題には、粒子毎に別々の時間刻みを与えることで対応す
ることになる。この場合、時間積分は「次の時刻」すなわち現在の時刻と時間刻みの和がもっとも
短い粒子を選び、それの軌道を積分してその時刻と時間刻みを改めて計算し、最初に戻って次の粒
子を選ぶという具合にすすむことになる。

この方法の場合、ベクタプロセッサでの実行は容易である。というのは、ベクトルの総和というの
はすべての現存のベクタプロセッサで効率良く実行できる処理であるからである。

並列計算機の場合、一旦各プロセッサで自分の分を計算し、その総和をとってから軌道積分に進む
ということになる。これは p << N であれば不可能ではないが、時間刻み共通の場合に比べて難し
い。これは、一回の通信でのデータ転送量が小さいため、ピーク転送速度ではなくメッセージレイ
テンシ（最初のデータを送り出してからつくまでの時間）が問題になるからである。実際に、必ず
しも高い性能が得られないことがわかっている。

6.2 2重時間刻み

「独立時間刻み」法の改良として、「独立 2重時間刻み」あるいは neighbor scheme といわれる方法
がある。これは、ある粒子への力をその回りの粒子からの分と遠くからの分に分割し、遠くからの



分は長い時間刻みで積分するという方法である。理論的には、単純な方法に比べた時の計算量の減
少がN1/4 に比例するということになっている。

この方法の並列化は困難である。近くの粒子からの力の計算ではメモリアクセスが不規則でしかも
ループ長が短くなるので、ベクタプロセッサでも効率が大きく低下することが知られている。

6.3 ブロック時間刻み

並列計算機上で効率をあげるには、一度に 1つの粒子しか動かさないのではなく、なるべくたくさん
の粒子を並列に積分できることが望ましい。これは時間刻みを 2のベキ乗に離散化することで可能
になる。このようにすれば、ある粒子が積分される時にそれと同じかあるいは短い時間刻みを持つ
粒子は並列に積分して良く、並列度は劇的に向上できる（理論的には N2/3 と見積もられている）。
現在までの分散メモリ型並列計算機への独立時間刻み法の実装は、すべてこの方法（ブロック時間
刻み）によっている。

7 数値積分法

ここまでは、「相互作用をいつ、どうやって計算するか」という話をしてきた。しかし、実際に数値
解を求めるには求まった重力加速度を使って各粒子の軌道を積分する必要がある。以下、その方法
について簡単に述べる。

7.1 The Euler method

これは知らない人はいないと思いたいが、ある微分方程式の初期値問題

dx/dt = f(x, t) (2)

x(0) = x0 (3)

があるときに、時刻 t + ∆t での近似解 xi+1 を、時刻 t での近似解 xiを使って

xi+1 = xi + f(xi, t) (4)

とする方法である。局所打ち切り誤差は O(∆t2) であり、したがって大域誤差は O(∆t)ということ
になる。プログラミングは簡単であるが、誤差があまりに大きくほとんど実用にはならない。

7.2 The leapfrog method

これはセパラブルなハミルトン系、すなわちハミルトニアンが運動量の関数と位置の関数に分かれ
るものに対する特別な方法である。通常の、運動量に対するハミルトニアンが 2次形式である場合
には、

vi+1/2 = vi−1/2 + ∆ta(xi) (5)

xi+1 = xi + ∆tvi+1/2 (6)



と書くのが普通である。これでは速度と位置がずれた時間でしか定義されないが、出発用公式として

v1/2 = v + ∆ta(x0)/2 (7)

を使い、さらに終了用公式として

vi = vi−1/2 + ∆ta(xi)/2 (8)

を使うことで最初と最後を合わせることが出来る。この形は、実は

xi+1 = xi + ∆tvi + ∆t2a(xi)/2 (9)

vi+1 = vi + ∆t[a(xi) + a(xi+1)]/2 (10)

と数学的に等価である（証明してみること）また、以下のようにも書ける

vi+1/2 = vi + ∆ta(xi)/2 (11)

xi+1 = xi + ∆tvi+1/2 + ∆t2a(xi)/2 (12)

vi+1 = vi+1/2 + ∆ta(xi+1)/2 (13)

さらにまた、速度を消去して xi−1, xi, xi+1 の関係式の形でかいてあることもあるかもしれない。な
お、すべて違う名前がついていたりするが、結果は丸め誤差を別にすれば完全に同じである。

この公式は局所誤差が O(∆t3)、大域誤差がO(∆t2)である。

さて、局所誤差という観点からはこれは決して良い公式というわけではないが、現実には特に無衝
突系の計算ではこの公式は非常に広く使われている。衝突系の計算で、独立時間刻みを使うような
場合にはこの方法は使われないが、それ以外の非常に多くの問題はこの方法で解かれているといっ
てよい。

これは、別にもっとよい方法を知らないからとかではなく、実はこの方法がいくつかの意味で非常
に良い方法であるからである。いくつかの意味とは、例えば力学平衡の系でエネルギーや角運動量
が非常によく保存するということである。これらの保存量については多くの場合に誤差がある程度
以上増えない。

この、ある程度以上誤差が増えないというのは目覚しい性質である。通常の方法では、エネルギー
の誤差は時間に比例して増えていく。従って、長時間計算をしようとすればそれだけ正確な計算を
する必要がある。ところが、エネルギーの誤差は溜っていかないのならば、かならずしも精度を上
げる必要はないとも考えられる。

もちろん、エネルギーが保存していればそれだけで計算が正しいということにはならない。が、理
論的には、いくつかの重要な結果が得られている。まず、

1. leapfrog は symplectic method のもっとも簡単なものの一つである。

2. leapfrog は symmetric method のもっとも簡単なものの一つである。

Symplectic method については、以下のようなことが知られている



1. symplectic method は、すくなくともある種のハミルトニアンに対して使った場合に、それに
近い別のハミルトン系に対する厳密解を与えることがある。

2. 周期解を持つハミルトン系に対して使った場合に、どんな量でも誤差が最悪で時間に比例し
てしか増えない。

3. 時間刻を変えると上のようなことは成り立たなくなる

これに対し、 symmetric method については以下のようなことが知られている

1. 周期解を持つ時間対称な系に対して使った場合に、どんな量でも誤差が最悪で時間に比例し
てしか増えない。

2. 時間刻を変えてもうまくいくようにすることも出来る。

というわけで、 leap frog が、それよりも局所的には誤差が小さいルンゲ・クッタとかに比べて良
い結果を与えるのは当然のことである。

7.3 The Aarseth method

さて、独立時間刻みを使った場合には、話はそう簡単にはいかない。というのは、symplectic method
の良い点も symmetric method の良い点も失われるからである。このため、通常はより高次の方法
が用いられる。まあ、cosmological な計算なんかでは独立時間刻みで 2次の公式を使っている例も
ないわけではないが、結果を信用できるかどうかには注意したほうがよいかもしれない。

高次の方法としては、伝統的には Aarseth が 60年代に開発した方法が用いられてきた。これは、い
わゆる線形多段法 linear multistep method に基づくものである。具体的な実現についてはここで
は省くが、基本的に、過去数ステップの加速度から補外多項式を作り、それを積分して位置と速度
を更新する。独立時間刻みを使うに当たっては、他の粒子の位置は補外多項式で計算する。

7.4 The Hermite method

Aarseth method は広く使われてきたが、結構面倒であるし高次にしていくと計算量が増え、また安
定性が急激に悪くなる。もう少し簡単な方法はないかということで考えられたのが Hermite method
である。これでは、加速度の他にその時間導関数まで直接計算し、それから補外、補間多項式を作
る。これは最近かなり広く使われるようになってきた。

8 レポート課題

以下のどれでもOK。

1. NFW プロファイル、 Hernquist モデルまたは一般化された Dehnen model について、以下
の問いに答えよ。



(a) potential-density ペアの形を書け。

(b) 速度分布は等方的であるとして、分布関数 f をエネルギーの関数として書け。

(c) 適当な単位系 (Hernquist, Dehnen では Heggie Unit, G = M = Rv = 1, E = −1/4,
NFW は「適当」)の下で、速度分散を半径の関数として求めてグラフを書け。

(d) それぞれのモデルが、銀河団、銀河、矮小銀河を表していると思った時に、(サイズ、質
量をそれらしくとった時に)、局所的な緩和時間と宇宙年齢 (14 Gyr とする)の比を半径
の関数として書いてみよ。但し、系を表現するのに使った粒子数は 100万とし、2粒子
ポテンシャルは厳密な 1/r ポテンシャルとする。

(e) 上の結果から、宇宙論的構造形成シミュレーションの結果の信頼性について議論せよ。

2. 銀河団ガスの分布について、以下の問いに答えよ。

(a) ダークマターの分布が正しい等温分布であるとして、X線ガスの表面輝度がどうなるか
を求めよ。βのいくつかの値についてやってみること。

(b) 上で求めたガスの表面輝度を Jones & Forman (ApJ 1984, 276, 38)での Einstein の観
測結果と比べて、大雑把（目でみて）でよいから βの値を求め、Jones & Formanの値
と比較せよ。

(c) 恒星系の分布が等温ではない時の等温ガスの密度をポテンシャルの関数としてあらわせ。

(d) Hernquist model の場合に、X線ガスの表面輝度はどのようになるか求めよ。なお、半
径無限大で発散する場合は、適当な半径で分布を打ち切ってよい。

3. これまでに紹介された論文（どれでもOK）のなかから、どれかを読んで内容を要約し、それ
が正しいかどうかについて議論せよ。


