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概要

独立時間刻み法は全然間違っていた!!!

というわけでもないけど
結構問題はあり、これまで色々面倒があっ
たのは部分的にはそれが理解されてなかっ
たため。



概要の続き

• 衝突系だけの話ではない

• 基本的に、運動のタイムスケールに大きな差がある時は
常に問題が発生する

• 宇宙論的 N体や銀河形成とかでも同じ



話の構成

• 独立時間刻み

– どういうものか？

• 何が問題か？

• 本当に問題は起こるか？

• 対応はあるか？



独立時間刻み
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(Aarseth 1963)

• 各粒子にそれぞれ時刻と
時間刻みを与える

• 「イベント駆動」時間積
分— ti+∆tiがもっとも
小さい粒子が積分される



時間積分公式に対する要請

• 高次の予測子が必要 (他の粒子の位置が必要)

• 可変時間刻みが必要

• 積分区間の途中で加速度を計算するような方法は使え
ない。

– 線形多段階法は使える

– ルンゲ・クッタは使えない

– シンプレクティック法は単純には使えない



時間積分公式
次数： 「4次くらいが適当」(JM 1990)。
もっと高いほうが良い: (Nitadori and JM 2007)

• Aarseth scheme (Aarseth 1963): 可変刻みのアダム
ス法、 PEC モード、4次、2階の方程式用。

• Hermite scheme (JM 1990): ラグランジュ補間
（ニュートン補間）の代わりに、加速度の一階時間導関数
も使ってエルミート補間を構成。

Lagrange
(Newton)

Hermite



高次エルミート

Nitadori and JM 2007

• 2階導関数まで直接計算してエルミート補間: 6次公式

• 3階導関数まで直接計算してエルミート補間: 8次公式

• 予測子は前のステップの値を使って構成



ブロック時間刻み法
(McMillan 1986) ベクター／パラレル計算機のための改良
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• 時間刻みを 2−k に制限する。

• ti + ∆ti が同じ（∆ti は違ってもよい）粒子は同時に積分される。

O(N2/3
c ) 個の粒子（Nc は高密度コアのなかの粒子数）を並列計算

— そんなに大きな数ではない。



宇宙論・銀河形成シミュレーションの場合

• Hernquist & Katz の頃から独立時間刻み

• ツリーと組み合わせる

• ツリーは最短ステップで毎回作る

• 積分公式は2次

• 時間対称にしたいという話はあるが原理的に困難



何が問題か？

独立時間刻みの基本的なア
イディア:

各粒子は自分の軌道を分解
するのに必要十分な時間刻
みを取る

タイムスケールが短い粒子から長い粒子への力はどうなっ
ているのか？



どうなっていると思われるか？

全然デタラメなはず。

Time

• 力は時間スケールの小さい変動をするはず。

• タイムステップが長いと、この力がランダムにサンプル
される。(タイムスケールの短い粒子の軌道が完全に周期
的でないなら)



エルミート公式の場合

もっと悪い。

Time

• 導関数の情報を使うべく頑張る

• でも無理

• 無理に計算する



どういう時に起こるか？
星団の場合:

• コア領域の粒子の軌道タイムスケールが星団の典型的な
星の時間刻みより短くなると起こる。

• 大雑把にいって: rc ¿ rhN−1/3

• 収縮から膨張に移る時: rc ∼ rh/N ¿ rhN−1/3

rc



本当に問題は起こるか？

コアが小さくなるとエネルギー誤差が急激に増大する

ということは昔からなんとなく知られていたが、コア自身の
積分誤差だとみんな思っていた。
そうではないらしいと判明: Nitadori and JM 2007 の数
値実験
やったこと: 1024 体プラマーモデルをコラプスまで計算



中心密度と誤差

8次スキームだとコラプスしても誤差が増えない。



タイムステップ
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左:初期条件、右:コラプスした後

• 基本的に外側のほうがタイムステップ長い

• 8次スキームは全体に時間ステップが短くなっている

• 4次スキームでは外側のほうは長いまま



解釈

• 8次スキームでは、外側の粒子がコアの粒子の軌道変化の
ためにタイムステップが短くなる

• そのため、コラプスしても誤差が増えない

• 4次スキームではそうならない

• 6次は中間的

• 8次スキームは安全だが、「独立時間刻み」といえるか？

• 一番短いタイムステップの30倍程度が限界？



銀河形成の場合

これは斎藤君の受け売り 超新星爆発を入れると破綻。

上の粒子は次の時刻になって初めて下の粒子が爆発していた
ことに気が付く



銀河形成の場合(2)

タイムステップを切り詰めるだけでは駄目。

爆発直前まで戻ればよいかも。
どの範囲まで考える必要があるか？
恒星系でも超新星とか入れると同じ問題あり。



本質的な問題はなにか

ペアワイズの相互作用から見れば:タイムステップが適切でな
いというだけ。

「遠くの粒子が短い軌道周期で動いている」時にちゃんとタ
イムステップを短くすれば精度の問題は解決。

しかし、これは全ての粒子のタイムステップが、最もタイム
ステップが短い粒子 (群)の値で制限される、ということ =

独立時間刻みではない。



超新星爆発の扱い

• 爆発が起こる時には既に他の粒子のタイムステップが短
くなってないといけない。

• 普通に時間刻みを決めたのでは駄目。

• 可能な対応の例

– 爆発直前まで積分して、そこで時間ステップ決め直す

– 陰的にタイムステップを決める



もうちょっと上手くやる方法は？(1)

全くアイディアだけ:

• 粒子毎ではなく、相互作用毎に時間ステップを定義する

• コア粒子から外側の粒子への力はなんらかの方法で時間
平均する

問題点

• とてもプログラムできるような気がしない

• 並列化とか考えると頭が痛い



もうちょっと上手くやる方法は？(2)

本当に全粒子のタイムステップを短くするなら、その時は
tree とか FMM を使って重力計算しても良いはず。
以下の方法が使えるはず

• グローバルタイムステップよりも短いタイムステップに
なった粒子同士の相互作用は普通に direct でやる。

• グローバルステップの粒子と短いステップの粒子の相互
作用はグローバルステップの時だけ計算する (BRIDGE

scheme, Fujii et al. 2007)

◯人間にもプログラム書けるかもしれない
◯並列化は容易
×シンプレクティックにはならない



さらに別の考え方

• P3M 的に力を分解

• near field だけ独立時間刻みに

◯シンプレクティックになる (distant fieldは)

×near field の計算量増える



まとめ

• 独立時間刻み法にはこれまで気が付かれていなかった根
本的な問題がある。

• タイムスケールの短い粒子から長い粒子への力は、短い
タイムスケールで分解しないと計算が破綻するが現在の
方法はそうなってない。

• といっても、分解してしまうと計算コストが上がる。

• 高次エルミート公式はコラプスした系でも安全である。

• もうちょっと抜本的に改良された方法が必要。

• 色々可能性はある。



予備スライド



これは本当に問題か? — 理論的見積もり

• 等温密度カスプ

• 単位系: M = R = G = 1 くらい

• Newton 補間 (Aarseth型公式)

単位時間当りのエネルギー変化を適当に見積もると:

∆V 2(R) ∼ R−10/3N−7/3.

• 基本的には数値的な加熱になる

• コアが小さいと系全体で発散



導出

結構面倒な上に微妙
ある半径 R にいる粒子への、 r(¿ R) にいる粒子からの力
を1ステップ(ステップサイズ τ ) 積分した結果の速度の誤差:

∆V = τ < a > −asample,

< a > は本当の平均誤差、asample はサンプルした時の値
これを1タイムユニット取ると

< ∆V 2 >= τ < (< a > −asample)
2 >∼ τ

mr

R3

2

.

仮定: 粒子は平均すると中心にいる。サンプルした時は r く
らいの距離のどこかにランダムにいる。



導出(続き)

この問題が起きるためには
r < rn = R2/3N−1/3.

この中に粒子は Nrn 個いる。また、 τ ∼ rn。この全部が
前のスライドくらいの速度変化を起こすとすると

∆V 2(R) ∼ R−10/3N−7/3.

コアサイズが有限 (rc) だとすると、上の議論から

Rc ∼ r3/2
c N1/2

の外側の粒子だけ影響を受ける。この時全体の数値的加熱は

∝ r−7/2
c N−7/6



定性的には

• コアの少し外側の粒子が一番影響を受ける

• コアが小さくなると影響が急激に大きくなる

• タイムステップを小さくしても、根本的には問題は解決
しない



エルミート型公式の場合

等温密度カスプだと

• 4次エルミートでは Aarseth 型公式と同じ

• 6 次以上では中心で誤差が発散する



実際問題としてはどれくらい悪そうか？

• 現実的な星団の計算ではそんなに厳しくないかも

– コアが小さい時間は短い

– 星の質量分布があるとコアは大きくなる

• 等質量の星の星団は厄介

• 中心ブラックホールがあると必ず破綻


